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)
Основной целью системы обобщающих уроков является формирование в сознании учащихся системы знаний о взаимном расположении прямых и плоскостей в пространстве, структурированную в виде:   основные понятия ( основные положения ( дополнительные знания – приложения. 

В качестве основных понятий рассматриваются точка, прямая, плоскость и основные отношения между ними. К основным положениям отнесем аксиомы. В качестве дополнительных знаний для исследования взаимного расположения фигур используем векторы и координаты, знания планиметрии. Приложения рассматриваются в решении задач различных типов на многогранниках. 

В соответствии с этим задачи проектируемой системы уроков конкретизируется и принимает следующий вид:

1) систематизировать знания учащихся о взаимном расположении прямых и плоскостей в пространстве;

2) систематизировать знания учащихся о методах и приемах решения стереометрических задач, в том числе об аналитических методах;

3) обобщить знания учащихся о строении системы знаний по курсу стереометрии, формировать преставление об аксиоматическом методе построения научной теории.

В соответствии с целями обобщающей системы уроков, логическими и структурными особенностями материала, выделенными в процессе логико-дидактического анализа, мы планируем следующую последовательность уроков.

1. Взаимное расположение прямых и плоскостей в пространстве.

2. Параллельность в пространстве.

3. Перпендикулярность в пространстве.

4. Углы и расстояния в пространстве.

5. Аксиоматический метод.

Заключительным уроком в системе может стать урок-зачет, на котором учащимся предлагаются вопросы, аналогичные тем, что включены в программу экзамена, а также типовые задачи по всем темам курса. Урок контроля может быть организован в форме контрольной работы.

Приведем описание целей и краткую характеристику каждого урока.

1. Взаимное расположение прямых и плоскостей в пространстве. 

( Тип: урок обобщения и систематизации.

( Форма урока: школьная лекция.

( Продолжительность: 1 академический час.

( Основное содержание: 

− основные фигуры на плоскости и в пространстве, аксиомы стереометрии и следствия из них, 

− классификация взаимного расположения прямых на плоскости;

− классификация взаимного расположения прямых в пространстве, скрещивающиеся прямые,

− взаимное расположение прямой и плоскости, перпендикуляр и наклонная,

− взаимное расположение плоскостей.

( Цели урока: 

− Выявить аналогии взаимного расположения прямых на плоскости и прямых и плоскостей в пространстве.

− В совместной деятельности с учащимися построить систему взаимосвязи изученных фактов и выделить возможности переструктурирования материала.

( Методы: беседа, проблемное изложение, дискуссия.

( Форма работы: фронтальная.

( Средства обучения: систематизирующая таблица.

( Предваряющее домашнее задание: Между учащимися класса распределяются изученные в течение года темы, и дается задание повторить формулировки всех определений и основных теорем указанной темы.

( Домашнее задание: 

1).В темах «Прямые в пространстве», «Прямая и плоскость в пространстве» и «Плоскости в пространстве» выделить факты, связанные с отношением параллельности фигур:

- повторить (выписать) способы доказательства (эвристики), полученные на их основе;

- выделить типы задач, решаемые в теме и общие способы их решения.

2). Подготовка докладов к семинару «Аксиоматический метод».

2. Параллельность в пространстве.
( Тип: урок обобщения и систематизации.
( Форма урока: комбинированный.

( Продолжительность: 1 академический час.

( Основное содержание: 

− параллельные прямые в пространстве, свойства и признаки параллельности прямых;

− параллельность прямой и плоскости: определение, признак и свойства;

− параллельность плоскостей.

( Цели урока:

Систематизировать и обобщить выделенные ранее

– пары  объектов   в  пространстве,  между  которыми   устанавливается отношение параллельности, и охарактеризовать это отношение для различных  пар (определение, признак, свойства);

– приемы   (теоретический    базис,   эвристики)   доказательства параллельности двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей;

– типы задач на доказательство параллельности, построение, вычисление и способы их решения.

( Методы: беседа, эвристическая беседа.

( Форма работы: фронтальная, групповая.

( Средства обучения: таблица взаимосвязи понятий «Параллельность в пространстве».

( Домашнее задание: 

1). В темах «Прямые в пространстве», «Прямая и плоскость в пространстве» и «Плоскости в пространстве» (распределены по рядам) выделить факты, связанные с отношением перпендикулярности фигур:

- повторить (выписать) способы доказательства (эвристики), полученные на их основе;

- выделить типы задач, решаемые в теме и общие способы их решения.

2) Решить задачи, аналогичные рассмотренным на уроке.

3. Перпендикулярность в пространстве.

( Тип: систематизации и обобщения.
( Форма урока: комбинированный.

( Продолжительность: 1 академический час.

( Основное содержание:

− перпендикулярные прямые в пространстве, свойства и признаки перпендикулярности прямых;

− перпендикулярность прямой и плоскости: определение, признак и свойства;

− перпендикулярность плоскостей, признак и свойства.

( Цели урока:

Систематизировать и обобщить выделенные ранее

– пары  объектов   в  пространстве,  между  которыми   устанавливается отношение перпендикулярности, и охарактеризовать это отношение для различных  пар (определение, признак, свойство);

– приемы   (теоретический    базис,   эвристики)   доказательства перпендикулярности двух прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей;

– типы задач на построение и вычисление и способы их решения.

( Методы обучения: беседа, эвристическая беседа  

( Форма работы: фронтальная, групповая.

( Средства обучения: таблица взаимосвязи понятий «Перпендикулярность в пространстве».

( Домашнее задание:  

1) Выделить (выписать) способы нахождения различных видов углов и расстояний в пространстве.

2).Решить задачи, аналогичные рассмотренным на уроке.

4. Углы и расстояния в пространстве.
( Тип: систематизации и обобщения.

( Форма урока:  урок решения одной задачи.

( Продолжительность: 2 академических часа.

( Основное содержание: 

− виды углов в пространстве: между прямыми, между прямой и плоскостью, двугранные углы и углы между плоскостями;

 − виды расстояний в пространстве: от точки до фигуры, между фигурами;

− векторный и координатный методы вычисления расстояний и углов в пространстве;

− геометрические места точек пространства.

( Цели урока:

На основе анализа решения задачи с несколькими требованиями 

– выделить все возможные виды расстояний и углов между основными фигурами в пространстве;

– обобщить основные типы задач на вычисление расстояний и углов в пространстве и способы их решения;

– сопоставить различные методы решения стереометрических задач.

( Методы обучения: эвристическая беседа.

( Форма работы: групповая, фронтальная.

( Средства обучения: таблицы «Расстояния в пространстве» и «Углы в пространстве». 

( Домашнее задание:  

1). Закончить решение задачи любым из методов; решить задачи, аналогичные рассмотренным на уроке из списка задач для самостоятельного решения.

2). Подготовить выступления с докладами на семинаре (задание выдано на первом уроке)

5. Аксиоматический метод.

( Тип: систематизации и обобщения.
( Форма урока: семинар.

( Продолжительность: 1 академический час.

( Основное содержание:

– история становления аксиоматического метода в математике и науке;

– суть аксиоматического метода построения геометрии, требования к системе аксиом;

− система аксиом А. Гильберта;

− система аксиом Г. Вейля;

– модели неевклидовых геометрий.

( Цели урока:

Формирование представлений учащихся о сущности аксиоматического метода в построении геометрии и истории его становления как общенаучного метода.

( Методы: беседа, доклады учащихся.  

( Форма работы: групповая, фронтальная.

( Средства обучения: плакаты, кодопозитивы, презентации к докладам, сопоставительная таблица «Системы аксиом трехмерной геометрии», карточки с вопросам викторины.

( Домашнее задание:  Подготовка к зачетному уроку, итоговой контрольной работе.

Урок  №3: «Перпендикулярность прямых и плоскостей»
  Для представления теоретического материала в сжатой и обозримой форме на уроке используется таблица (см. таблицу 1 приложений). Основные дидактические единицы (определения и признаки) темы представлены с помощью рисунков. Признаки определяемых в теме главных понятий показываются в таблице с помощью стрелок. Стрелки изображены сплошной линией, если признак получен в том же блоке, что и определяемый объект, и штриховой линией, если признак следует из другого блока или из задачи. Если стрелки обратить, то можно сформулировать свойства понятий. Стрелки появляются в процессе беседы с учащимися на уроке. Каждому ученику выдается ксерокопия таблицы после того, как на уроке она полностью заполнена или открыта.
  Учитель использует мультимедийные средства. 
	Деятельность учителя
	Деятельность ученика

	1. Мотивационно-ориентировочная часть.

	– На дом вам было задано выделить те теоретические положения, с помощью которых можно доказать перпендикулярность основных объектов пространства. Вы должны были написать это на отдельных листах и сейчас прошу вас их сдать.

– Мы приступаем к рассмотрению темы «Перпендикулярность в пространстве». Как эта тема у нас появилась? 

  – Какие объекты могут быть перпендикулярны в пространстве?

– Да! Поэтому тему можно назвать также «Перпендикулярность прямых и плоскостей». Какие же факты можно отнести к теме «Перпендикулярность прямых и плоскостей»? 

	– На предыдущих уроках мы, рассматривая взаимное расположение прямых и плоскостей в пространстве, выделили для каждой пары основных фигур частный случай такого расположения - перпендикулярность. 
– Перпендикулярными в пространстве могут быть две прямые, прямая и плоскость, две плоскости.
– Определения перпендикулярности различных объектов, признаки и свойства перпендикулярности.


	– Вы видите, что это обширный материал. Отдельные его части мы рассматривали в разных темах в разное время. Что нам предстоит сделать теперь?

– А что значит привести знания в систему?

– Правильно. И как будет звучать тема сегодняшнего урока? 

– Хорошо. Цели мы уже сформулировали. Запишем тему.  
	– Привести полученные знания в систему.

– Выделить то, что является главным, разделить факты на некоторые классы на основании общих, существенных свойств и признаков, установить взаимосвязи, выделить основные типы задач и методы их решения.
– Перпендикулярность прямых и плоскостей.



	2. Операционно-познавательная часть.

2.1.Систематизация теоретического материала.

	– Будем работать с таблицей. (Открывает заголовок таблицы 1) Перпендикулярность каких объектов мы изучали?

– Итак, мы рассматривали перпендикулярность трех пар объектов, поэтому в теме  мы  выделим три блока. Вспомним, определение перпендикулярности каждой пары объектов и способ доказательства перпендикулярности каждой пары. Какие прямые называются перпендикулярными?

– Как могут быть расположены перпендикулярные прямые в пространстве? (Открывает соответствующий рисунок)
– Какой теоретический факт, связанный с перпендикулярностью прямых, мы изучали?

– Сформулируйте ее. (Открывает рисунок)
– Поговорим о перпендикулярности прямой и плоскости. Начнем с определения.

(Открывает рисунок)

– В этой части было доказано много теорем, подумайте, какие теоремы вы бы отнесли к ней. Называйте  и формулируйте их.

(Открывает соответствующие рисунки)

– В эту часть мы отнесем теорему о трех перпендикулярах и обратную к ней. 

А как вы думаете почему?

– Верно! Рассмотрим последнюю часть. Какие две плоскости называются перпендикулярными?

– Какие факты можно отнести в эту часть?

– Правильно. Вспомните, как мы получали формулировки определений и теорем?

− При доказательстве теорем в каждом последующем блоке использовались теоремы предыдущего блока (показывает столбцы) и изученные ранее теоретические положения. Эта тесная связь оказывается взаимовыгодной. Посмотрите на рисунки 7 и 8. Например, сформулируйте признак параллельности прямых по рисунку 7. Мы получили новые свойства и признаки параллельности прямых и параллельности плоскостей. 

– Дома   вы     формулировали  эвристики для установления перпендикулярности прямых и плоскостей. Сейчас у вас будет возможность проверить правильность выполнения этого задания. Продолжите предложение: «Две прямые в пространстве перпендикулярны, если …». 

(Аналогичная работа проводится с формулированием эвристик для установления перпендикулярности прямой и плоскости, двух плоскостей)

– Стрелки с одной стороны показывают, как теоретические положения последующих блоков используются в предыдущих. А с другой – как именно будет работать этот материал в дальнейшем. Здесь отражены приемы, эвристики для доказательства перпендикулярности прямых и плоскостей. 
	– Перпендикулярность прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей.

– Две прямые в пространстве называются перпендикулярными, если угол между ними равен 900 .

– Они могут пересекаться и скрещиваться.

– Теорему о перпендикулярности двух параллельных прямых третьей.

(Формулируют) 
– Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.

– Признак перпендикулярности прямой и плоскости (формулирует).

– Теорема о связи между параллельностью прямых и их перпендикулярностью к плоскости (формулирует).

– Теорема о связи  между параллельностью двух плоскостей и их перпендикулярностью к прямой (формулирует).

– Потому что она доказывается с помощью определения прямой, перпендикулярной к плоскости.

– Две пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными, если угол между ними равен 900 .

– Признак перпендикулярности двух плоскостей (формулирует).
− Теоремы о связи перпендикулярности плоскостей и перпендикулярности прямых
 − По аналогии с темой «Перпендикулярность прямых на плоскости»  или обобщая их – заменяя прямые на плоскости, лучи на полуплоскости.
( Две прямые в пространстве параллельны, если они перпендикулярны некоторой плоскости.

− Две прямые в пространстве перпендикулярны, если

( угол между ними равен 
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;

( одна из них перпендикулярна некоторой прямой, а другая ей параллельна;

      или

( одна из них перпендикулярна некоторой плоскости, а другая лежит в этой плоскости;

    или

( одна из них является наклонной к некоторой плоскости, а другая лежит в этой плоскости и перпендикулярна проекции первой прямой.

(Ученики формулируют следующие эвристики:

     Прямая и плоскость в пространстве перпендикулярны, если

( прямая перпендикулярна любой прямой, лежащей в плоскости;

       или

( прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым, лежащим в этой плоскости;

      или

( прямая параллельна некоторой прямой, перпендикулярной данной плоскости;

       или

( данная плоскость параллельна некоторой другой плоскости, перпендикулярной данной прямой.

Две плоскости перпендикулярны, если

( угол между ними равен 
[image: image2.wmf]o

90

;

    или

( одна из этих плоскостей содержит прямую, перпендикулярную второй плоскости)


	2.2. Работа с задачами

	На этом этапе решаются 2 задачи:

1. В равностороннем треугольнике 
[image: image3.wmf]ABC

, через середину 
[image: image4.wmf]O

 стороны 
[image: image5.wmf]AB

 проведен перпендикуляр 
[image: image6.wmf]OD

 к плоскости 
[image: image7.wmf]ABC

, построены отрезки 
[image: image8.wmf]DA

, 
[image: image9.wmf]DB

, 
[image: image10.wmf]DC

, 
[image: image11.wmf]OC

. Найдите пары перпендикулярных прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей, выделите теоретический базис доказательства.
2. В кубе АВСDA1B1C1D1  точка М – середина ребра В1С1. Проведите через точку М прямую, перпендикулярную  плоскости B1CD1 и найдите отношение, в котором плоскость B1CD1 делит данный отрезок этой прямой внутри куба.

Решение производится в парах с последующей фронтальной проверкой. По результатам решения делается вывод о том, что 

1) в теме присутствуют три основных типа геометрических задач;

2) в решениях задач задействованы почти все теоретические факты темы и эвристики, построенные на их основе.

	3. Рефлексивно-оценочная часть.

	– Вот все задания, которые было запланировано выполнить на уроке. А теперь подведем итоги сегодняшней работы. Мы говорили о понятии перпендикулярности в пространстве. Сказали, что перпендикулярными могут быть две прямые, прямая и плоскость, две плоскости, т.е. отношение перпендикулярности рассматривается для любой пары основных фигур. В чем состоят сходства и отличия для разных пар фигур?

- Как мы отразили результаты теоретической части работы на уроке?

- Что показывают стрелки в таблице?

- Что еще обобщалось на уроке? 
- Задачи, подобные рассмотренным, вы еще решите дома. Запишите их №№ 

Кроме того, к следующему уроку необходимо повторить и выписать на отд. листочках способы нахождения различных видов углов и расстояний в пространстве.


	- Перпендикулярные прямая и плоскость, две плоскости пересекаются, а перпендикулярные прямые могут скрещиваться. 

- Во всех трех случаях угол между фигурами равен 900. Но перпендикулярность прямой и плоскости определяется без указания величины угла.
- Заполнили таблицу.
- Признаки понятий, ими можно пользоваться как «подсказками» приемов доказательства перпендикулярности. 
- Рассмотрели основные типы задач по этой теме и способы их решения.


Урок № 4: « Углы и расстояния в пространстве».
Все типы задач темы представлены на одной конфигурации, т.е. решается комплексная задача с одним условием и несколькими требованиями (требования 1-3 рассмотрены на уроке №3).
Задача. Дан равносторонний треугольник 
[image: image12.wmf]ABC

 со стороной 
[image: image13.wmf]6

см. Через середину 
[image: image14.wmf]O

 стороны 
[image: image15.wmf]AB

 проведен перпендикуляр 
[image: image16.wmf]OD

 к плоскости 
[image: image17.wmf]ABC

, 
[image: image18.wmf]3

=

OD

см. Построены отрезки 
[image: image19.wmf]DA

, 
[image: image20.wmf]DB

, 
[image: image21.wmf]DC

, 
[image: image22.wmf]OC

. Найдите
  1) пары перпендикулярных прямых;
  2) пары перпендикулярных прямой и плоскости;

  3) пары перпендикулярных плоскостей;

  4) углы наклона прямых  
[image: image23.wmf]DA

, 
[image: image24.wmf]DB

, 
[image: image25.wmf]DC

 к плоскости 
[image: image26.wmf]ABC

; прямых  
[image: image27.wmf]DA

 и  
[image: image28.wmf]DB

 к плоскости 
[image: image29.wmf]DOC

; прямой  
[image: image30.wmf]DC

 к плоскости 
[image: image31.wmf]ABD

;
  5) расстояния от точки 
[image: image32.wmf]D

 до плоскости 
[image: image33.wmf]ABC

, от точки 
[image: image34.wmf]C

до плоскости
[image: image35.wmf]DAB

, от точки 
[image: image36.wmf]A

 до плоскости 
[image: image37.wmf]DOC

;
  6) расстояния от точки 
[image: image38.wmf]D

 до прямых 
[image: image39.wmf]AB

, 
[image: image40.wmf]BC

, 
[image: image41.wmf]AC

;

  7) двугранные углы  
[image: image42.wmf]DABC

, 
[image: image43.wmf]DACB

, 
[image: image44.wmf]DBCA

;

  8) расстояния от точки 
[image: image45.wmf]O

 до плоскостей 
[image: image46.wmf]DAC

 и 
[image: image47.wmf]DBC

;

  9) расстояния от точек 
[image: image48.wmf]A

 и 
[image: image49.wmf]O

 до прямой 
[image: image50.wmf]DC

;

  10) двугранный угол 
[image: image51.wmf]ADCB

;

  11) расстояние от точки 
[image: image52.wmf]A

 до плоскости 
[image: image53.wmf]DCB

;

  12) угол между прямыми 
[image: image54.wmf]AD

 и 
[image: image55.wmf]BC

;

  13) расстояние между прямыми 
[image: image56.wmf]AD

 и 
[image: image57.wmf]BC

;

  14) двугранный угол 
[image: image58.wmf]ADBC

.

     Очевидно, что все требования невозможно реализовать на одном уроке. Здесь предполагается решение лишь части задач, соответствующей уровню учащихся класса. Остальные задания можно предлагать в порядке индивидуальной работы в классе или дома.

     Записи, которые ведутся на доске и в тетрадях, представлены в конце конспекта.
	Деятельность учителя
	Деятельность ученика

	1. Мотивационно-ориентировочная часть.

	– Прошу сдать листочки с домашним заданием – выписанными способами нахождения расстояний и углов.

- Сегодня на уроке мы будем работать с задачей. Задача будет необычной, ее решение мы начали на прошлом уроке. Текст задачи представлен на доске (открывает). Обратите внимание на требование задачи. К какому типу задач можно ее отнести? 

	(выполняют)

– Задача на доказательство (требования 1-3) и вычисление (все остальные). Первые требования мы рассматривали на прошлом уроке.

	- Какие результаты были получены?

(кратко фиксирует ответы на доске)

- Будем использовать полученные результаты в дальнейшем решении. Что необходимо найти в остальных пунктах требования?
- Для выполнения всех требований задачи обширный материал. Отдельные его части мы рассматривали в разных темах. Что нам предстоит сделать теперь?

– Что может служить основой построения системы знаний в этой теме?
- Это и будет целью сегодняшнего урока, а как вы предлагаете озаглавить урок?

- Так и определим тему урока. Запишите в тетрадях «Расстояния и углы в пространстве».
	(перечисляют  пары перпендикулярных прямых и плоскостей)

- Углы между прямой и плоскостью (4);

- расстояния от точки до прямой (6, 9);

- расстояние от точки до плоскости (5, 8, 11);

- двугранные углы (7, 10, 14);

- угол между прямыми (12);

- расстояние между скрещивающимися прямыми (13)

– Систематизировать все имеющиеся знания по теме.

– Можно установить взаимосвязи между отдельными понятиями, выделить основные типы задач и методы их решения.
- Расстояния между фигурами в пространстве и углы между ними

(записывают)

	2. Операционно-познавательная часть.

2.1.Систематизация теоретического материала о расстояниях и углах

	- Прежде чем приступить к решению задачи, повторим, как определяются расстояния между различными фигурами. (Открывает заголовок: «Расстояния в пространстве»)

– Что называется расстоянием от точки до прямой? (Учитель открывает по очереди каждый рисунки в таблице)

	– Расстоянием от точки до прямой называется длина перпендикуляра, проведенного от этой точки к данной прямой.


	– Какие еще расстояния вы можете назвать?

- Почему только такие виды расстояний мы рассматриваем?

- Что общего и различного содержат перечисленные вами понятия?

– Хорошо! Вспомните, как мы решали задачи о нахождении расстояний. 

– То есть решение таких задач сводилось всегда к решению треугольников, это и отметим  в таблице.

– Теперь вспомним, какие углы мы рассматривали. (Открывает заголовок: «Углы в пространстве») 

– Опишите это понятие.

(Открывает соответствующий рисунок)

 – Какие же значения может принимать угол между прямыми?

– Какие еще углы вы знаете?

– Как же решаются задачи на нахождение углов в пространстве?


	– От точки до плоскости. Это длина перпендикуляра, проведенного из данной точки к данной плоскости.

– Расстояние между параллельными прямыми. Это расстояние от произвольной точки одной прямой до другой.

– Между параллельными прямой и плоскостью. Это расстояние от произвольной точки прямой до плоскости.

– Между параллельными плоскостями – расстояние от произвольной точки одной из плоскостей до другой.

– Между скрещивающимися прямыми – расстояние между одной из этих прямых и плоскостью, проведенной через другую прямую параллельно первой или расстояние между параллельными плоскостями, проведенными через данные скрещивающиеся прямые

- Расстояние между пересекающимися фигурами принято равным нулю, его находить не требуется.

- Во всех случаях расстояние является наименьшим из всех возможных расстояний между парами точек фигур.

- Любое расстояние определяется как длина перпендикуляра, проведенного из какой-то точки одной фигуры к другой фигуре.

- Фактически все определения сводятся к нахождению расстояния от точки до прямой или плоскости.

– Сначала мы строили отрезок, длина которого равна искомому расстоянию. Затем  включали его в треугольник и решали этот треугольник. 

– Угол между прямыми.

– Если прямые пересекаются, то углом между ними называется наименьший из углов, образованных при их пересечении. Если прямые скрещиваются, то надо провести прямые, параллельные данным через произвольную точку пространства и искать угол между ними.

– Угол между прямыми больше 00, но меньше или равен 900.

– Угол между прямой и плоскостью, пересекающей эту прямую и не перпендикулярной к ней – это угол между прямой и ее проекцией на эту плоскость. Он больше 00, но меньше 900.

– И угол между плоскостями – это наименьший двугранный угол, образованный при их пересечении. Он больше 00, но меньше или равен 900.

– Решение задач на нахождение углов тоже сводится к построению и  к решению соответствующих треугольников.


	2.2.Работа с задачей (требования 4-8).

	– Вернемся к задаче. Сделаем чертеж и краткую запись условия. Реализуем требование 4) найти углы наклона прямых 
[image: image59.wmf]DA

, 
[image: image60.wmf]DB

, 
[image: image61.wmf]DC

 к плоскости 
[image: image62.wmf]ABC

. Работаем по рядам, как на прошлом уроке. Две минуты вам на размышление. 

– Начнем с первого ряда.

– Как же найти угол 
[image: image63.wmf]DAO

?

- Второй ряд, пожалуйста.

– И последний угол?

– Объясните почему.

– Решение закончите  дома. Оставьте место для записей.

– Следующее задание. Найдите расстояния от точки 
[image: image64.wmf]D

 до плоскости 
[image: image65.wmf]ABC

, от 
[image: image66.wmf]C

 до 
[image: image67.wmf]ADB

, от 
[image: image68.wmf]A

 до 
[image: image69.wmf]DOC

. Работаем по рядам и по тому же рисунку.
– Отлично! Теперь найдите расстояния от точки 
[image: image70.wmf]D

 до прямых 
[image: image71.wmf]AB

, 
[image: image72.wmf]BC

, 
[image: image73.wmf]AC

.

Эту задачу будем решать на новом рисунке.
– Итак, начнем.

- Далее. Прежде чем вычислять, нужно правильно построить  отрезок, длина которого является искомым расстоянием. Пусть кто-нибудь выйдет к доске и построит его. 
– Мы не знаем, как изобразить перпендикуляр из точки 
[image: image74.wmf]D

 к прямой 
[image: image75.wmf]BC

. Произвольно изобразить перпендикуляр мы не можем, т.к. треугольник 
[image: image76.wmf]BCD

 имеет вполне определенную форму, но мы не знаем какую. В какой еще плоскости расположена прямая 
[image: image77.wmf]BC

? 

– Чем является искомая прямая по отношению к этой плоскости?
– Т.е. прямая 
[image: image78.wmf]BC

 должна быть перпендикулярна к наклонной. Что отсюда следует?
– А через какую точку пройдет проекция наклонной?
– Значит можно сначала изобразить перпендикуляр из точки 
[image: image79.wmf]O

 к прямой 
[image: image80.wmf]BC

. Можем ли мы это сделать?

– Сделаем записи в тетрадях. Продиктуйте, что нужно записать. 
– А если бы мы о треугольнике 
[image: image81.wmf]ABC

 ничего не знали, то как бы изобразили перпендикуляр из точки 
[image: image82.wmf]D

 к прямой 
[image: image83.wmf]BC

?

– Как найти 
[image: image84.wmf]DK

?

–  Вычисления сделаете дома.

– Как найти расстояние от 
[image: image85.wmf]D

 до прямой 
[image: image86.wmf]AC

? 
– Найдите двугранные углы 
[image: image87.wmf]DBCA

 и 
[image: image88.wmf]DACB

. Это будет задача 7. Запишем ее.
– Что значит найти двугранный угол?

– Как же построить линейный угол двугранного угла 
[image: image89.wmf]DBCA

?

– Как построить линейный угол двугранного угла 
[image: image90.wmf]DACB

?

– Как же найти углы 
[image: image91.wmf]DKO

 и 
[image: image92.wmf]DLO

?

– А теперь несколько усложним задачу: выясним, как найти расстояние от точки 
[image: image93.wmf]O

 до плоскости 
[image: image94.wmf]DBC

. Запишем задачу 8. (См. записи в тетрадях).

– С чего начинаем решение этой задачи?

– Что это за отрезок по определению расстояния от точки до плоскости?

– Как же построить такой отрезок?!          Какое условие достаточно, чтобы отрезок был перпендикулярен к плоскости? 

– Значит, через точку 
[image: image95.wmf]O

 нужно провести прямую, перпендикулярную к двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости 
[image: image96.wmf]DBC

. Посмотрим, нельзя ли использовать прямые, которые уже есть в плоскости 
[image: image97.wmf]DBC

. 

(Возможен перебор прямых 
[image: image98.wmf]DC

, 
[image: image99.wmf]DB

, 
[image: image100.wmf]BC

, 
[image: image101.wmf]DK

, возможно кто-то предложит начать с прямой 
[image: image102.wmf]DK

, либо учитель предлагает сам).

– Докажите, что 
[image: image103.wmf]BCD

OH

^

.

– Как можно найти 
[image: image104.wmf]OH

? 

– Да. Верно. Возможны и другие способы. Решение этой задачи вы запишите дома. А мы проанализируем проведенное решение. Каким методом мы решили эти части задачи? Обоснуйте свой ответ.

- Выделите достоинства и недостатки этого метода, проявившиеся в решении задачи.

- Известны ли вам способы решения, позволяющие избежать громоздких построений и обоснований?


	– Так как 
[image: image105.wmf]ABC

OD

^

, то 
[image: image106.wmf]AO

 – проекция наклонной 
[image: image107.wmf]AD

 на плоскость 
[image: image108.wmf]ABC

, следовательно 
[image: image109.wmf]DAO

Ð

 – угол между прямой 
[image: image110.wmf]DA

 и плоскостью 
[image: image111.wmf]ABC

.

– Можно найти тангенс этого угла из прямоугольного треугольника 
[image: image112.wmf]:

AOD

 
[image: image113.wmf]DO

 дано, а 
[image: image114.wmf]AO

 равно половине 
[image: image115.wmf]AB

.
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OD
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–Угол между 
[image: image119.wmf]DB

 и 
[image: image120.wmf]ABC

 – это 
[image: image121.wmf]DBO

Ð

. Он тоже равен 
[image: image122.wmf]o

45

.

–Угол между 
[image: image123.wmf]DC

 и 
[image: image124.wmf]ABC

 – это 
[image: image125.wmf]DCO

Ð

.
–
[image: image126.wmf]CD

 - наклонная к плоскости 
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, 
[image: image128.wmf]CO

 - ее проекция на эту плоскость, т.к. 
[image: image129.wmf]ABC
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^

, 
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Ð

 - искомый по определению.
– Так как 
[image: image131.wmf]DO

 – перпендикуляр, проведенный из точки 
[image: image132.wmf]D

 к плоскости 
[image: image133.wmf]ABC

, то длина 
[image: image134.wmf]DO

 – искомое расстояние.  По условию оно равно 
[image: image135.wmf]3

 см.

– Мы доказывали, что 
[image: image136.wmf]DAB

CO

^

, значит 
[image: image137.wmf]CO

– расстояние от точки 
[image: image138.wmf]C

 до плоскости 
[image: image139.wmf]DAB

, 
[image: image140.wmf]3

3

=

CO

.

– Так как 
[image: image141.wmf]DOC

AB

^

, то 
[image: image142.wmf]AO

– расстояние от точки 
[image: image143.wmf]A

 до плоскости 
[image: image144.wmf]DOC

, 
[image: image145.wmf]3

=

AO

см.

– Так как отрезок 
[image: image146.wmf]DO

 перпендикуляр к плоскости 
[image: image147.wmf]ABC

, то 
[image: image148.wmf]DO

 – перпендикуляр к прямой 
[image: image149.wmf]AB

 и 
[image: image150.wmf]DO

 – расстояние от точки 
[image: image151.wmf]D

 до прямой 
[image: image152.wmf]AB

. Оно равно 
[image: image153.wmf]3

 см.

(затрудняются)

– В плоскости 
[image: image154.wmf]ABC

.

– Наклонной.

– Она должна быть перпендикулярной к ее проекции.
– Через точку 
[image: image155.wmf]O

, так как она проекция точки 
[image: image156.wmf]D

.

– Да. Сначала построим перпендикуляр к прямой 
[image: image157.wmf]BC

, проходящий через точку 
[image: image158.wmf]A

. Так как треугольник 
[image: image159.wmf]ABC

 – правильный, то любая высота в нем является медианой.  Пусть 
[image: image160.wmf]M

–середина 
[image: image161.wmf]BC

, тогда 
[image: image162.wmf]AM

 – медиана правильного 
[image: image163.wmf]ABC

D

, а, следовательно, и высота. Проведем 
[image: image164.wmf]OK

 параллельно 
[image: image165.wmf]AM

, тогда 
[image: image166.wmf]BC

OK

^

, и 
[image: image167.wmf]OK

– проекция 
[image: image168.wmf]DK

 на плоскость 
[image: image169.wmf]ABC

. При этом 
[image: image170.wmf]BC

DK

^

 (по теореме о трех перпендикулярах). Поэтому длина отрезка 
[image: image171.wmf]DK

 и есть расстояние от точки 
[image: image172.wmf]D

 до прямой 
[image: image173.wmf]BC

.
(См. записи в тетрадях).

– Произвольно.

– 
[image: image174.wmf]DK

 можно найти из треугольника 
[image: image175.wmf]DOK

 по теореме Пифагора. 
[image: image176.wmf]DO

 известно, 
[image: image177.wmf]OK

 равно половине 
[image: image178.wmf]AM

, так как 
[image: image179.wmf]OK

 – средняя линия 
[image: image180.wmf]AMB

D

, 
[image: image181.wmf]AM

 – высота правильного треугольника со стороной 
[image: image182.wmf]6

 см, значит, 
[image: image183.wmf]3

3

=
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 см.
– Аналогично
[image: image184.wmf]:

построим отрезок 
[image: image185.wmf]DL

. Легко доказать, что
[image: image186.wmf]DK

DL

=

.

– Нужно построить линейный угол этого двугранного угла и найти его величину.
– Нужно через какую-нибудь точку ребра 
[image: image187.wmf]BC

 построить перпендикуляры  в гранях 
[image: image188.wmf]DBC

 и 
[image: image189.wmf]ABC

. Мы эти перпендикуляры уже строили в предыдущей задаче: 
[image: image190.wmf]BC

OK

^

 и 
[image: image191.wmf]BC

DK

^

, значит   
[image: image192.wmf]DKO

Ð

 – искомый угол.
– Аналогично. Это будет угол  
[image: image193.wmf]DLO

.
– Например, угол 
[image: image194.wmf]DKO

 можно найти из прямоугольного треугольника 
[image: image195.wmf]DOK

. А угол 
[image: image196.wmf]DLO

 равен углу 
[image: image197.wmf]DKO

.

– Сначала надо построить отрезок, длина которого является искомым расстоянием.

– Это перпендикуляр, проведенный из точки 
[image: image198.wmf]O

 к плоскости 
[image: image199.wmf]DBC

.

– Достаточно чтобы отрезок был перпендикулярен к двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости.

– Проведем перпендикуляр 
[image: image200.wmf]OH

 к прямой 
[image: image201.wmf]DK

.

– Так как 
[image: image202.wmf]BC

OK

^

 и 
[image: image203.wmf]BC

DK

^

, то 
[image: image204.wmf]DKO

BC

^

 (по признаку). Тогда 
[image: image205.wmf]OH

BC

^

 (по определению перпендикулярных прямой и плоскости).


[image: image206.wmf]DBC

OH

^

 (по признаку).

– Из треугольника 
[image: image207.wmf]DOK

 методом площадей.

- Задача решена конструктивно-геометрическим методом, т.к. для  проведения вычислений мы строили отрезки и углы, а затем находили их как элементы некоторых треугольников.

- Ясно, длину какого отрезка, и величину какого плоского угла находим, решение треугольников является «знакомой» задачей. Но выполнение и обоснование построений занимает большую часть времени. Не всегда построения простые.

- Расстояния и углы можно находить с помощью векторного и координатного методов. 

	2.3. Систематизация и обобщение аналитических методов решения 

геометрических задач

	- Опишите общую схему решения геометрической задачи векторным методом / координатным методом.

- Как перевести геометрические свойства фигур на язык векторов (координат)?

- Какие теоретические факты этих тем позволяют находить расстояния  и углы в пространстве?

- Видим, что и общие схемы и формулы векторного и координатного методов схожи, мы отмечали это и раньше. Часть задач даже решали векторно-координатным методом.
	(см. общую схему векторного / координатного способа решения задач)
- Для этого используются «словари перевода», составленные на уроках по изучению векторов и координат.

- Мы выводили формулы для вычисления расстояния между двумя точками, от точки до плоскости, угла между прямыми, прямой и плоскостью, между плоскостями (см. таблицу) 

	2.4. Работа с задачей (требования 12,13)

	- Вернемся к задаче и обсудим, как векторы и координаты могут помочь в решении пунктов 12 и 13. Что требуется найти в этих пунктах?

- Начнем с нахождения угла. Как можно найти угол между прямыми векторным методом?

(идеи решений кратко фиксирует на доске)

- Как можно найти угол координатным методом?

- Как можно использовать векторно-координатный метод?

 - Какой из способов вам наиболее рациональным и почему?

- Продумайте в парах план нахождения расстояния между прямыми AD и ВС 1 ряд – векторным методом, 2 ряд – координатным, 3 – векторно-координатным. На работу даю 2 минуты.

- Начнем проверку результатов обсуждения с первого ряда.

- В чем причина затруднений?

- Представители второго ряда нашли способ использования координат?

(план решения фиксируется на доске)

- Как может быть использован в этой задаче векторно-координатный способ? Пожалуйста, третий ряд.

- Таким образом, видим, что и аналитические методы не всегда рациональнее геометрического способа. А вы оформите решение этих задач любым из аналитических методов дома.
	- Угол и расстояние между скрещивающимися прямыми AD и ВС. 

- Выразить через базисные направляющие векторы этих прямых и найти угол между векторами, используя скалярное произведение.

- Составить уравнения AD и ВС как прямых, проходящих через две точки и воспользоваться формулой.

- Найти координаты направляющих векторов прямых и вычислить угол между ними.

- Последний, т.к. в нем минимум «подготовительной работы»

(работают)

(затрудняются ответить)

- В векторном методе нет универсального способа нахождения расстояния между прямыми, надо знать вектор, длину которого находим, т.е. строить общий перпендикуляр скрещивающихся прямых.

- Сначала составим уравнения прямых AD и ВС, затем составим уравнение общего перпендикуляра скрещивающихся прямых, найдем координаты его точек, принадлежащих данным прямым и, наконец, найдем расстояние между этими точками.

- По координатам векторов AD и ВС из условия перпендикулярности векторов можно получить координаты вектора-общего перпендикуляра. Зная координаты, легко найдем длину вектора.


	3. Рефлексивно-оценочная часть

	Урок подходит к концу, и нам пора подводить его итоги. Какую цель мы ставили к уроку? Достигнута ли она и какими способами?

- Довольны ли вы результатами проведенного урока? Что полезного для себя почерпнули на нем?

- А достигнутые успехи и выявленные недоработки вы сможете еще раз оценить дома, когда будете оформлять решение задачи. Те пункты требования, которые мы не рассмотрели, вы можете рассмотреть самостоятельно (на отдельную оценку) для подготовки к итоговой контрольной работе.

- Напоминаю, что на следующем уроке мы проводим семинар, к которому многие из вас готовят выступления. А сегодня урок окончен. Спасибо за работу!
	- Мы хотели систематизировать знания темы «Расстояния и углы в пространстве». 

- На уроке мы все виды расстояний и углов занесли в 2 таблицы и решили задачи на вычисление разных видов расстояний и углов.

- Мы вспомнили аналитические способы нахождения расстояний и углов в пространстве и составили таблицу с необходимыми формулами.

(высказываются)


Записи на доске и в тетрадях
Расстояния и углы в пространстве
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4. Найти углы между прямой 
[image: image214.wmf]DA

 (
[image: image215.wmf]DB

,
[image: image216.wmf]DC

) и плоскостью 
[image: image217.wmf]ABC

.

Решение.

а) Изобразим угол прямой 
[image: image218.wmf]DA

 с плоскостью 
[image: image219.wmf]:

ABC

так как 
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, то 
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 – проекция наклонной 
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 на плоскость 
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, следовательно 
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 – искомый.

Найдем 
[image: image225.wmf]DAO

Ð

 из 
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б) Угол между прямой 
[image: image227.wmf]DB

 и плоскостью 
[image: image228.wmf]ABC

 есть угол 
[image: image229.wmf]DBO

, 
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5. Найти расстояния от точки 
[image: image231.wmf]D

 до плоскости 
[image: image232.wmf]ABC

, от точки 
[image: image233.wmf]C

 до плоскости 
[image: image234.wmf]ADB

, от точки 
[image: image235.wmf]A

 до плоскости 
[image: image236.wmf]DOC

.
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Решение.

а) Построим отрезок, длина которого является расстоянием от точки 
[image: image237.wmf]D

 до плоскости 
[image: image238.wmf]:

ABC

так как 
[image: image239.wmf]ABC

DO

^

, то длина отрезка 
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– расстояние от точки 
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 до плоскости 
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, 
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см.
б) 
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,  
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–расстояние от точки 
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 до плоскости 
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, 
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см.

в) 
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, 
[image: image250.wmf]AO

– расстояние от точки 
[image: image251.wmf]A

 до плоскости 
[image: image252.wmf]DOC

, 
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AO

см.

6. Найти расстояния от точки 
[image: image254.wmf]D

 до прямых 
[image: image255.wmf]AB

, 
[image: image256.wmf]BC

, 
[image: image257.wmf]AC

.

Решение.

а)  
[image: image258.wmf]ABC
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^

, значит 
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 (по определению прямой, перпендикулярной плоскости).

 
[image: image260.wmf]DO

– расстояние от точки 
[image: image261.wmf]D

 до прямой 
[image: image262.wmf]AB

.  
[image: image263.wmf]3

=

DO

см (по условию).
б) Построим отрезок, длина которого есть расстояние от точки  
[image: image264.wmf]D

 до прямой 
[image: image265.wmf]BC

. Изображаем медиану 
[image: image266.wmf]AM

 в 
[image: image267.wmf]ABC

D

, тогда 
[image: image268.wmf]BC

AM

^

  (по свойству равнобедренного треугольника).

Проведем 
[image: image269.wmf]OK

║
[image: image270.wmf]AM

, тогда 
[image: image271.wmf]BC

OK

^

 (по лемме),


[image: image272.wmf]BC

DK

^

 (по теореме о трех перпендикулярах). Длина отрезка 
[image: image273.wmf]DK

 - искомое расстояние.

Вычислим длину отрезка 
[image: image274.wmf]DK

.

7. Найти двугранные углы 
[image: image275.wmf]DACB

 и 
[image: image276.wmf]DBCA

.

Решение.

8. Найти расстояние от точки 
[image: image277.wmf]O

 до плоскости 
[image: image278.wmf]DBC

.
Общая схема векторного (координатного) способа решения задач

1. Выбрать базис (систему координат).

2. Выразить через базисные векторы (найти координаты точки, составить уравнение фигуры), необходимые для решения.

3. «Перевести» условие и требование задачи на язык векторов (координат).

4. Преобразовать полученные соотношения: «условие» → «требование».

5. Полученным результатам дать геометрическое истолкование.
Аналитические способы нахождения 

углов и расстояний между объектами в пространстве
	
	векторы
	координаты

	расстояния
	
[image: image279.wmf]2

2

1

2

2

1

2

2

1

)

(

)

(

)

(

z

z

у

у

х

х

АВ

АВ

-

+

-

+

-

=

=

®



	
[image: image280.wmf]2

2

1

2

2

1

2

2

1

)

(

)

(

)

(

z

z

у

у

х

х

АВ

-

+

-

+

-

=



[image: image281.wmf]2

2

2

0

0

0

)

,

(

C

B

A

D

Cz

By

Ax

М

d

+

+

+

+

+

=

a



	углы
	
[image: image282.wmf]2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

cos

z

y

x

z

y

x

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

+

+

×

+

+

+

+

=

×

×

=

r

r

r

r

j


	между плоскостями 
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между прямыми 
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между прямой и плоскостью 
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